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According to Magri’s work, the geometrical place of the theory of completely integrable sys- 
tems is a differentiable manifold M together with two “compatible” Poisson tensors P and Q, 
that is, their Schouten bracket [P, Q] should be zero. If Q is invertible, the field of endomorph- 
isms h= PQ-’ is called a recursion operator. 

The first step in the study of integrable systems is to see if it is possible to reduce the system 
in such a way that one obtains a differentiable manifold endowed with two compatible Poisson 
tensors one of which is invertible. In this article we show that if P( Ker Q) c Q( Ker P) then the 
reduction in question is possible. 
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Introduction 

D’apres les travaux de Magri le cadre geometrique de la theorie des systemes 
completement integrables est une variete M munie de deux tenseurs de Poisson 
P et Q “compatibles”, c’est-a-dire tels que leur crochet de Schouten [P, Q] et nul. 
Soit X un champs bihamiltonien, c’est-a-dire hamiltonien par rapport a P et Q: 
X= P dH= Q dK [oh H et KE C”(M) et P et Q sont vus comme des applications 
de T*M dans TM]. Si Q est inversible, le champ d’endomorphismes h= PQ- ’ 
est dit operateur de recursion. On voit que les champs Xi= h’X sont hamiltoniens. 

La premiere &ape de l’etude des systemes integrables consiste done A regarder 
s’il est possible d’operer une reduction du systeme qui pet-met, en se placant sur 
les feuilles de certains feuilletages, d’obtenir une variCtC munie de deux tenseurs 
de Poisson compatibles dont l’un est inversible. Danse ce travail nous montrons 
que si P( Ker Q) c Q( Ker P), la reduction de P et Q est possible [ 6,8] et preserve 
la compatibilite des deux structures. 
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1. Notations et rappels 

Soit Mune variete differentiable de dimension n. Une structure de Poisson sur 
M est un champ de tenseurs P deux fois contravariant antisymetrique dont le 
crochet de Schouten [P, P] est nul (cf. ref. [ 5 ] ). Rappelons que [P, P] est le 
tenseur de type (2) antisymetrique delini par 

[P,P](u,u, w):=- 1 (Pu.v(Pw)+u[Pv,Pw]), 
U,“,W 

(1) 

oh C,,,“.W est la somme sur toutes les permutations cycliques. Dans la suite nous 
identifierons souvent P au champ d’applications, 

oh J% est detini par v(~u) := P( u, v) Vu, UE T*M. L’antisymetrie de P se traduit 
par le fait que P+P* = 0 oh P* est la transposee de P. 

De meme, si SZE A 2M, Sz sera identifie au champ d’applications, 

a : TM+T*M, XI-&(X) =ixsZ. 

Si le contexte est clair, ce qui sera presque toujours le cas, B sera note P (resp. fi 
sera note 9). Notons que si P est inversible &B-’ est une structure symplec- 
tique: la condition [P, P] = 0 equivaut en effet a d.& 0 (cf. ref. [ 7 ] ). 

La distribution A :xeM+Im FT est dite distribution caracteristique. 11 resulte 
d’un theoreme de Kirillov que la condition [P, P] = 0 assure que A est la distri- 
bution tangente dun feuilletage de Stefan, le feuilletage caracteristique de (M, P) . 

Par la suite nous aurons besoin des resultats suivants: 

Rhltat 1.1 (Kirillov). Sur chaque feuille du feuilletage caracteristique, P in- 
duit naturellement une structure de Poisson inversible et done une structure 
symplectique. 

Rhltat 1.2. Soit (M, Sz) une variete munie d’une deux-forme scalaire fermte. 
Soit .F un feuilletage sur M tel que M/9 soit une varitte quotient. Alors si 
TF c Ker s2 en tout point XEM, s2 induit naturellement sur M/F une deux-forme 
scalaire fermee. 

2. VariCtC de Magri 

Comme nous l’avons explique dans l’introduction, le cadre geomttrique de la 
theorie des systemes hamiltoniens integrables est la don&e sur une variete M de 
deux tenseurs de Poisson P, Q tels que [P, Q] =O, [P, Q] &ant le crochet de 
Schouten: 
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~[P,QI(u,u,w)=- C C (Pu.v(Qw)+u[Pv,Qwl). 
P.0 u,u.)v (2) 

Par un calcul Clementaire on verifie la for-mule suivante (cf. ref. [ 5 ] ): 

2[P, Ql(u, p)=[& Qul+ [Qv,Pul+P{u,v},+Q{u,~)~, (3) 
oh {u, v}o:= - (LpoU--LQ,,U+d(U(Qu))) pour tous u, ET*M. Dans la littera- 
ture une telle variete est appelee bihamiltonienne mais cette terminologie est 
quelque peu impropre car sur une telle variete il n’existe pas A priori de systeme 
“bihamiltonien”, c’est-a-dire des champs XE % (M) tels que 

X=PdH=QdK [H,KEC~(M)] ; 

c’est d’ailleurs l’objet de ref. [ 1 ] de determiner des conditions d’existence de 
champs bihamiltoniens. C’est pourquoi nous appellerons ces varietes “vat-i&es 
de Magri”. 

DCfinition 2.1. On appelle variete de Magri une variete M munie de deux ten- 
seurs de Poisson P, Q compatibles, c’est-h-dire tels que [ P,Q] =O. 

DCfinition 2.2. Soit (AI, P, Q) une variete de Magri avec Q inversible. Le champ 
d’endomorphismes h : TM+ TM defini par h := PQ- ’ (plus precisement FQ-’ ) 
est dit operateur de recursion. 

On peut montrer la propriete suivante: 

Proposition 2.3 [ 51. Soit h l’operateur de recursion d’une variete de Magri 
(M,P,Q) avec Q inversible. Alors h est un “tenseur de Nijenhuis”, c’est-a-dire 
[h, h] =O, oti [h, h] E A2T *M@TM est la “torsion de Nijenhuis” dejnie par 
$[h,h](X, Y)=h2[X, Y]+[hX,hY]-h[hX, Y]-h[X,hY]. 0 

Definition 2.4 [ 3 1. Soit L un champ d’endomorphismes d’une variete M. On ap- 
pelle loi de conservation relativement a L un champ’de un-formes (YE A ’ (M) 
telles que 

dcy=O, dL*ff=o. 

L’intCrCt des varetes de Magri tient au resultat suivant: 

Proposition 2.5 (relation de recursion de LCnard) [ 51. Soit (M, P, Q) une var- 
i&P de Magri avec Q inversible et h l’optrateur de recursion. 

(1) Tous les tenseurs Pi=h’P (ieN) sont des tenseurs de Poisson compatibles 
26 2. 
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(2) Si (YE /\ ’ (M) est une loi de conservation par rapport a h alors toutes les formes 
(Yi:= (h’)*cu sont des lois de conservation par rapport a h. 

(3) Soit a~ A ’ (M) une loi de conservation par rapport a h alors tous les champs 
Xi:=irOl; sont hamiltoniens par rapport a tous les tenseurs de Poisson Pj 

(4) Si les lois de conservation Cyi sont exactes (Oli= dJ), lesh sont des integrales 
premieres de chaque champ hamiltonien X, j= 1, . . . . en involution pour toutes les 
structures de Poisson Pk q 

Dans ref. [ 5 ] Magri a CtudiC un pro&d6 de rkduction permettant d’aboutir B 
un tenseur de rkcursion. Le r&&at est le suivant: 

Theorkme 2.6 [ 5 1. Soit (M, P, Q ) une structure (PG!) c’est-a-dire une variete M 
munie dun tenseur de Poisson P et d’un deux-forme scalaire Q fermee tel que 
d (LZG) = 0. Alors, sous des conditions de regularit& des feuilletages que l’on de- 
jinit naturellement, on peut construire sur certaines varietb quotient une structure 
de Magri (M, P’, Q’) avec Q’ inversible et done un optrateur de recursion. q 

Le but de ce travail est de dkterminer des conditions suffisantes pour qu’une 
structure de Magri induise par un procCdC de rkduction une structure PSZ. En 
combinant ces deux pro&d& de rkduction on obtient des conditions pour qu’une 
structure de Magri dCfinisse sur certaines variCtCs quotient un opkrateur de 
rkursion. 

3. RBduction d’une variCt4 de Magri 

Proposition 3.1. Soit (M, P, Q) une varitte de Magri. Les distributions P( Ker Q) 
et Q( Ker P) sont involutives. 

Demonstration. D’aprks (3), si u, veKer Q on a P{u, v}o+ Q{u, v}~=O. Or 
{u, v}~=O car Qv=O et Qu=O par consequent {u, v}pEKer Q. D’autre part, en 
faisant P= Q dans (3 ) on a la for-mule 

[P,P](u,v)=[Pu,Pv]+P{u,v},, 

et puisque [P, P] = 0 on a 

[Pu, Pv] = -P{u, v}pEP(Ker Q) , 

d’oh l’involution de P( Ker Q). D’une faGon analogue on montre I’involution de 
Q(KerP). q 
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Conditions de r&ularitL Dans les propositions qui suivent on suppose que les 
distributions involutives qui interviennent dkhissent des feuilletages de manibre 
que la quotient soit une variCtC. 

Proposition 3.2. Soient S une feuille du feuilletage d&fini par Im Pn Im Q, S, la 
feuille caractkristique de P contenant la feuille S, et S, la feuille caracthistique de 
Q contenant la feuille S, Soit 9 le feuilletage d&j?ni par P( Ker Q) A Im Q. Alors si 
P( Ker Q) n Im Q c Q( Ker P), P (resp. 0 induit naturellement sur la vari&P quo- 
tient S/F une structure de Poisson inversible P” (resp. une deux-forme scalaire 
fermee &‘). 

Dkmonstration. D’aprks le rksultat 1.1, P (resp. Q) induit sur S, (resp. S,) une 
structure symplectique SL, (resp. a,). De plus il est Cvident que 52, et L& indui- 
sent respectivement sur S deux deux-formes scalaires fermCes AC? (resp. J2” ). 
D’aprks le rksultat 1.2, 52’ induit sur la variCtC quotient S/B une structure de 
Poisson inversible P”. En effet en tout point de S on a (A0 est l’annulateur de A) 

KerSZ’={XEImPnImQ 1 SZ’(X,Z)=OVZEI~P~I~Q} 

={XEImPnImQ 1 SZ,(X)(Z)=OVZEI~P~I~Q} 

={XEIm PnIm Q 1 L?,(X)E(Im PnIm Q)OnIm P} 

={XEImPnImQ 1 SZ,(X)E(KerP+KerQ)nImP} 

={XEImPnImQ I XEO,‘((KerP+KerQ)nImP)} 

={XEIm PnIm Q I XEP(Ker Q)} 

=P(Ker Q) nIm Q . 

D’une faGon analogue on voit que Ker $2” = Q( Ker P) n Im P. Or P( Ker Q ) n 
Im Q c Q( Ker P) done Ker Q’ c Ker Sz” et, d’aprks le r&hat 1.2,52” induit sur 
la variCtC quotient S/F une deux-forme scalaire fermCe w”. cl 

Proposition 3.3. Si P(Ker Q) c Q(KerP), (S/9, P”, 0” ) est une varittk (Ps2) 
c’est-h-dire d (o”P”o” ) =O. 

Demonstration. Soit q la surjection canonique de S dans S/F. On a les deux 
diagrammes commutatifs suivants: 

Q’ 
TS - T*S 

9. I I s* 3 

T(S/y’) - T*(S/5) 
P” 

Q” 
TS - T*S 

9* I I 4* > 

T(S/F:) - T*(S/W 
W’, 
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oh52’=q*(P”)-‘q,etSZ”=$w”q,. 
Soit LY la deux-forme scalaire ainsi definie sur S par 

Oh 

VXEIm PnIm Q a(X) =W (R) , 

X~ImPnImQesttelqueSZ’(X)=I;)“(X). 

Notons d’abord que cette definition ne depend pas du choix de X dans 
Im Pn Im Q. En effet, soit x’ oIm Pn Im Q tel que Sz’ (X’ ) =Q” (X); on a 
Ker9’cKerSZ” done G!‘(X’-X)=0 et done (X’-X)oKerSZ’, d’oti (X-X) 
E Ker J2” et Sz” (Xi) = s2” (X’ ), ce qui montre que CY est bien dtfinie. 

Lemme. cy=q*o~P”o”q*. 

Demonstration du lemme. En effet a(X) ~52” (2) =q*o”q*x oti x est tel que 
52’(R)=q’W’q,(X)=Q”(X), c’est-a-dire @(P”)-‘q,(X)=q*o”q,(X). Puis- 
que @ est injective on a q* (Xi) = P” o”q* (X), done 

a(X) =qW’P”o”q~(X) VXEIm PnIm Q . q 

Lemme. SiP(KerQ)cQ(KerP)ona 

a(Qu, Qv)=P(u, v)Vu, veQ-‘(Im P) . 

Demonstration du lemme. En effet, puisque P(Ker Q) c Q( Ker P), on a 
(Q(KerP))‘c (P(KerQ))O. Montrons que (P(KerQ))‘=P-“(ImQ) et 
(Q(KerP))‘=Q-‘(Imp). Ona 

UE (QWr PI 1 OoVvEKer P on a u(Qv) =O 

oVvEKer P on a v(Qu)=O 
-QUE (Ker P)’ 

ouEQ-‘(Im P) . 

D’une facon analogue on montre la deuxieme Cgalite. 
PourtoutClementvoQ-‘(Imp) onaa!(Qu)=SL”(Y),oh YeImPnImQtel 

que rR’ ( Y) =sZ” (Qv) =z*v et i:SkM est l’inclusion naturelle. Puisque 
voImPnImQ alors veQ-‘(Imp) done veP-‘(ImQ) et par consequent 
Pwz Im Pn Im Q. D’autre part Sz’ (Pu) = i*v=Q’ ( Y). En prenant done Y= Pv dans 
l’expression de (Y on trouve 
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a(Qu,Qw)=-a(Qu)(Qw)=-Q'(Pu)(Qw) 
=s)" (Qw) (Pu) 
= (i*w) (Pu) 

= w(Pu) 
=P(u, w) . cl 

En revenant A la dtmonstration de la proposition 3.3, montrons maintenant 
que da, = 0. Puisque ox T *S et tout ClCment de TS est dans Im Q, il s’agit de mon- 
trerqueda!(Qu,Qv,Qw)=OVu,v,wEQ-‘(ImP).Ona 

da(Qu,Qu,Qw)= "~~~(Q~.~~(Q~,Qw)-(Y([Qu,QuI,Qw)) 
= jw (Qu.a(Qv, Qw) -dQ{u, V)Q, Qw>) 
= ugw (Qu.alQ~, Qw> -f'({u, ujQ, w> 1 
= 1 ;Tw (Qu.Ww> -wP({u, 4,) > 
=- u$w (Qu.vP(w)-wP(-LpUu+LQ,v-d(v(Qu)))) 

. . 

= - & (Qu.uP(w)+wP(iQ,du+du(Q(u))) 

-Wk&‘+WQ(u)) )+wP(d(dQu> 1)) 

= - ,,& (Qu.Nw> - (i&U) VW) -WQ(v)) (Pw) 

+ (&&‘) V’w)+d~(Q(u) > @“I -wf’(d(v(Qu) 1) 1 
= - Jw (QuWw)--du(Qu> Pw)-Pw.u(Q(u)) 

+dv(Qu,Pw)+Pw.v(Q(u))-Pw.v(Q(u))) 

= &,Tw (-f'u.wQ(u)-u[Pw, Qvl)) . . 
=2[P,QI (u, w, v) 
=o. 

Done la variCtC S/B est une variCtC (PSZ), c’est-A-dire d(o”P”o”)=O. En com- 
binant ce rhltat avec le pro&d6 de rkduction de Magri et Morosi, nous pouvons 
Cnoncer, sous les conditions de r&ularitC, le corollaire suivant: 

Corollaire. Si (M, P, Q) est une variktk de Magri telle que 

P(Ker Q) c Q(Ker P) , 
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alors il existe un proc&dt! de rkduction permettant de construire sur certaines va- 
ri&% quotients un ophateur de rtkursion. 

4. Exemple de reduction 

L’algebre de Lie des symetries infinitesimales de l’equation de chaleur u,= u, 
est engendree par les six vecteurs suivants (cf. ref. [ 71): 

v,=ax, vZ=a,, ~+a,, v,=xa,+zta,, 

v, =2t a,-xu a,, v,=4txax+4t2 a,-(3+2t)ua,. 

On voit facilement que les cinq premiers vecteurs engendrent une sous-algebre g. 
Nous allons munir g* dune structure de Magri. On prend comme premiere 

structure de Poisson, la structure de Poisson de Lie-Kirillov sur g*, c’est-A-dire 
l’application definie par la matrice dans la base { Vi}i=,,,,,,5 de g et la base duale 
{Xi}i de { F}i dans g*. En tout point a= (a,, . . . . as), 

Q(n) :P+CI* . 

Dans ce cas Q est definie par la matrice suivante: 

Q=(~~3;~~~‘~ ;), 

QVd=al V4-a3Vs, 

Q<V2)=2a2V4+2a, V5, 

Q<V,)=O, 

Q<V,>=-a,V,-2a2V2+a,V5, 

Q<V,)=a,V,-2a,V2-a,V,. 

On prend comme deuxieme structure de Poisson sur g* l’application P,:g+g* 
definie par la matrice suivante: 

000 0 1 
000-2 0 
000 0 0 
0 2 0 0 -1 

-100 1 0 
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B,:=P(V,)=-V,, 

B,:=P(V,)=2V,, 

Determinons les feuilles caracteristiques de Q. Puisque dim Im Q= 4, les Cqua- 
tions des feuilles caracteristiques sont du type blx, + ..a + b5xS = 0. En imposant 
que les vecteursA,:=Q( V,), i= 1, . . . . 5, appartiennent a cet hyperplan on trouve 
facilement bi=O, i= 1, 2, 4, 5. Done l’equation des feuilles caracteristiques de Q 
est a3 = c (c constant). On voit facilement que les feuilles caracteristiques de P 
sont donnees par la meme equation. D’apres Kirillov les deux structures de Pois- 
son sont compatibles, cf. par exemple ref. [ 8 1. 

Remarquons que Im P= Im Q et done Ker P= (Im P)‘= Ker Q= (Im Q)‘, d’oh 
P( Ker Q) = { 0} et la condition de reduction est done satisfaite. Soit la feuille a3 = 0. 
Puisque P( Ker Q) = (0) le feuilletage 9 de P( Ker Q) est rtduit a (0) et done la 
variete quotient S/9 oh l’on construit l’operateur de recursion est S. 

Soit i: S-M l’inclusion naturelle on a 

i,(Aj)=P(V,), j=l,2; i,Aj=P( J$+l), j=3,4, 

et done la matrice qui represente i, dans la base {Aj}j de T,S et la base { F}j de 
T,g* est 

0 0 

a, 

0 

0 0 2az 2a, 
2a2 0 0 

I 
- a, 

2a, 0 -a, 0 

Avec les notations de la demonstration de la proposition 3.3 la forme symplec- 
tique s2, est detinie de la forme suivante: 

52,(Ai) =i*u, Q(U) =i,Aj, 

L&(A,)Ei*Q-‘Q(V,)=i*(V,+KerQ)=i*(V)=(O,O, -a,,O). 

Et d’une facon analogue on exprime l’image des autres vecteurs Ai. Done s2, est 
de la forme suivante: 

sZ*= 

i 0 0 0 

-2a, 
-aI 

-2a, 0 0 -a, 2:* a3 0 
-2a2 0 a5 
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(L& est exprimee dans la base Ai et sa base duale A 7 ) . La restriction 0, de P sur 
S se fait de la mtme facon en remplacant la base Ai par la base Bi. On a Q,, la 
restriction de P: 

0 0 0 1 
0 o-2 0 

-1 0 1 0 

(Sz, est exprimee ici dans la base Bi et sa base duale Bf ) . Par un simple change- 
ment de variables on exprime Sz, dans la base Ai. On trouve la forme matricielle 
suivante: 

1;2*= O 

i 

0 0 -ala2 
2 

0 -24 +2a: -2a,L2 
ala2 -24 +2a; 0 a: -a2a5 

d 24 a2 -a: +a2a5 0 

L’operateur de recursion est donne par h =sZ, ’ Q, et sa forme matricielle est 

h=[-i, T t2 jje-a 

L’auteur remercie MM Dazord, Grifone et Magri pour les indications et l’aide 
apportees le long de ce travail. 
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